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ОРИГИНАЛЬНОЕ ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ

АННОТАЦИЯ 

Введение: Сгущенное цельное молоко с сахаром (СЦМС) — востребованный продукт среди 
потребителей и переработчиков. Исследование температурных профилей необходимо для 
оптимизации его логистики в условиях экстремальных температур, чтобы предотвратить 
пороки качества и минимизировать затраты на специализированный транспорт при поставках 
в регионы с жарким климатом и районы Крайнего Севера, с учетом абсолютного температурного 
диапазона в  РФ, составляющего ~90°C. Ранее данный вопрос в аспекте транспортирования 
не был исследован, максимально допустимая температура хранения для продукта составляла 
25°C, минимальная не регламентировалась. 

Цель: Исследование температурных профилей СЦМС в транспортной упаковке при различных 
условиях окружающей среды. 

Материалы и методы: Осуществлено моделирование процессов нагревания и охлаждения СЦМС 
в транспортной упаковке, представленной в виде одномерной многослойной системы. Для 
описания задачи теплопередачи в температурных диапазонах от 5°C до 35°C и от 5°C до минус 
35°C составлена система дифференциальных уравнений, определены начальные и граничные 
условия. 

Результаты: Согласно построенной модели, продолжительность прогрева СЦМС от 5°C до 35°C 
составит 36,7 ч, а охлаждения от 5°C до минус 35°C — 41,1 ч. По результатам исследования 
разработано программное обеспечение для расчета продолжительности изменения температуры 
СЦМС в зависимости от начальных и конечных температур окружающей среды. 

Выводы: Разработан новый подход к теоретическому прогнозированию продолжительности 
изменения температуры СЦМС в транспортной упаковке при хранении и транспортировании. 
Данный подход может быть использован в специальных программных обеспечениях для 
бизнеса при планировании логистических маршрутов, затрат на транспортирование с учетом 
срока перевозки и условий окружающей среды. Также, предложенное решение может быть 
адаптировано под другие пищевые продукты.  

Ключевые слова: сгущенное молоко с сахаром; теплопередача; одномерное уравнение 
теплопроводности; свойства воздуха в граничном слое
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ORIGINAL THEORETICAL RESEARCH

ABSTRACT
Introduction: Sweetened condensed whole milk (SCM) is a highly demanded product among 
consumers and processing plants. The study of temperature profiles is essential for optimizing 
its logistics under extreme temperature conditions to prevent quality defects and minimize 
costs associated with specialized transport when delivering to regions with hot climates and the 
Far North, considering the absolute temperature range in Russia, which is approximately 90°C. 
Previously, this aspect of transportation had not been studied. The maximum allowable storage 
temperature for the product was set at 25°C, while the minimum temperature was not regulated.

Purpose: To investigate the temperature profiles of SCM in transport packaging under various 
ambient conditions.

Materials and Methods: A simulation of the heating and cooling processes of SCM in transport 
packaging, modeled as a one-dimensional multilayer system, was conducted. To describe heat 
transfer within the temperature ranges of 5°C to 35°C and 5°C to -35°C, a system of differential 
equations was formulated, with specified initial and boundary conditions.

Results: According to the proposed model, the duration of heating SCM from 5°C to 35°C is 36.7 
hours, while cooling from 5°C to -35°C takes 41.1 hours. Based on the study results, software 
was developed to calculate the duration of SCM temperature changes depending on the initial 
and final ambient temperatures.

Conclusion: A new approach has been developed for theoretically predicting the duration of 
temperature changes in SCM within transport packaging during storage and transportation. This 
approach can be utilized in specialized business software solutions for logistics route planning, 
transportation cost estimation, and consideration of ambient conditions during shipping. 
Additionally, the proposed solution can be adapted for other food products.

Keywords: sweetened condensed milk; heat transfer; one-dimensional heat conduction equation; 
air properties in the boundary layer
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ВВЕДЕНИЕ

На различных этапах производства и реализации про-
дукта существует ряд факторов, влияющих на его ка-
чество: исходные свойства и характеристики сырья, 
правильное проведение технологических процессов, 
исправная работа оборудования, условия окружающей 
среды при транспортировании и хранении (Sharma et 
al., 2015). Консервы являются группой продуктов, кото-
рые сохраняют качество в течение длительного срока 
годности, так как при их производстве используются 
модификации принципов анабиоза, а именно термо-
анабиоз, ксероанабиоз и осмоанабиоз. Данный факт 
является причиной того, что консервированная про-
дукция является удобным и предпочтительным товаром 
для экспорта. На сегодняшний день, молочные консер-
вы, а в частности сгущенное цельное молоко с сахаром 
(СЦМС), является продуктом не только ежедневного 
рациона потребителей, но также сырьем для производ-
ства другой молочной, кондитерской и хлебобулочной 
продукции (Ryabova et al., 2022). По данным аналити-
ческих ресурсов на 2023 год отечественный экспорт 
сгущенного молока увеличился только по одному на-
правлению на 6,5 млн. $, а также появились новые про-
изводители-экспортеры СЦМС1,2.

В связи с изменяющейся геополитической и экономи-
ческой ситуацией наблюдается трансформация ло-
гистических цепей поставок, что позволяет не только 
расширить территории для экспорта, но также ставит 
ряд задач перед производителями (Ledneva et al., 2023; 
Turovskaya et al., 2024). Известно, например, что сгу-
щённое молоко с сахаром согласно ГОСТ 31688–2012 
можно транспортировать всеми видами транспорта 
при максимально допустимой температуре 25°C, кото-
рая указана в ТТИ к данному ГОСТу. Для соблюдения 
данного требования при транспортировании СЦМС 
в страны Азии и Африки необходимо использование 
специализированного транспорта для поддержания 
регламентируемого температурного режима, что явля-
ется дорогостоящим и ограничивает возможности ряда 
предприятий (LeBlanc, 2005; Vanek & Sun, 2008; Singh & 
Negi, 2018). В связи с этим актуальным является иссле-
дование изменения температурного профиля СЦМС 

1  
Roif Expert. (2023). Рынок сгущенного молока в России — 2023 экспорт составил + 6,5 млн. $ по казахскому направлению. VC.ru.  
https://vc.ru/u/406653-roif-expert/636061-rynok-sgushchennogo-moloka-v-rossii-2023-eksport-sostavil-6–5-mln-po-kazahskomu-napravleniyu

2  
Dairy News. (2023). Вологодская область отправила на экспорт более 90 тонн сгущенного молока.  
https://dairynews.today/news/vologodskaya-oblast-otpravila-na-eksport-bolee-90-.html

в неконтролируемых температурных условиях хране-
ния, который позволит извлечь данные как о продол-
жительности выравнивания температуры продукта, так 
и о температуре продукта в любой точке в заданный 
момент времени. 

Экспериментально влияние различных режимов хране-
ния на свойства молочных концентрированных продук-
тов, СЦМС и его модельных систем было изучено рядом 
авторов. Так, Galstyan et al. (2019) отметили, что транс-
портирование сухого цельного молока при темпера-
турах более 10°C, а также его замораживание способ-
но спровоцировать деградацию белковой, жировой 
фракции продукта и вызвать структурные изменения 
лактозы. Рябовой и cоавт. (2022; 2023) изучено измене-
ние критериев кристаллизации воды в модельных мо-
лочных концентрированных системах в зависимости 
от концентрации и температурного воздействия, а так-
же представлены данные по результатам дифферен-
циально сканирующей калориметрии СЦМС. Исследо-
вателями зафиксированы значения точки замерзания, 
массовой доли влаги, перешедшей в замороженное со-
стояние, температуры стеклования и энтальпии плав-
ления, которые могут быть важны при моделирова-
нии процессов прогнозирования изменения качества 
СЦМС при низких отрицательных температурах (Ря-
бова и др., 2022; Рябова и др., 2023). Patel и др. (1996) 
создали подход к прогнозированию хранимоспособно-
сти на основании изменения цветности сладкого кон-
центрированного молока в зависимости от тепловой 
нагрузки через определение оптической плотности, 
что является пороком для молочных консервов. 

Изменение цвета — не единственный порок, который 
может развиваться в сгущенных молочных продуктах 
при хранении в различных температурных диапазонах. 
Так, например, Sharma et al. (2015) отмечают, что поми-
мо потемнения сгущенного молока с сахаром, наибо-
лее распространенными пороками в продукте являют-
ся загустевание, потеря однородности, песчанистость, 
прогорклость и металлический привкус. Илларионова 
и соавт. (2020) представили подход к прогнозированию 
загустевания СЦМС, который заключается в выдержке 
продукта при 98–100°C в течение 15–20 минут и фик-
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сации изменения динамической вязкости. Потеря теку-
чести после такого воздействия принята как основание 
для отказа от направления данной партии продук-
та на длительное хранение. Появление загустевания 
и других пороков обусловлено протеканием процес-
сов биохимического и микробиологического характера 
(Илларионова и соавт., 2020), которые в свою очередь 
могут быть ускорены изменением температурных ре-
жимов хранения. В то же время, температурная нагруз-
ка на продукт определяется не только температурой, 
но и продолжительностью хранения при этой темпера-
туре (Fox et al., 2015), что в свою очередь обуславливает 
интерес к оценке динамики изменения температуры 
продукта в различных условиях.

Существуют различные подходы к изучению процесса 
теплообмена продукта с окружающей средой и чаще 
всего они направлены на оценку эффективности те-
пловой обработки продукции с целью обеспечить ее 
безопасность (Derossi et al., 2012; Kızıltaş et al., 2010). Так, 
например, исследователями из США валидирован ме-
тод аналитико-прогнозирующего численного решения 
в двумерном пространстве (2D APNS метод) для моде-
лирования изменения температуры в точке наимень-
шего прогрева консервной банки во время ретортной 
обработки (Zhu et al., 2022). В работе рассматривались 
ограничения APNS метода в одномерном пространстве 
и был предложен 2D APNS, с помощью которого осу-
ществили моделирование температурных профилей 
консервов при различных режимах теплопередачи 
и с учетом нескольких форм контейнеров, в которых 
находились консервы. Валидацию данного метода ис-
следователи осуществляли при помощи сравнения 
с экспериментальными данными. 

В точки зрения высокотемпературной обработки, Paul et 
al. (2011) исследовали процесс изменения температуры 
при пастеризации консервированного молока в банке 
в двух положениях и произвели сравнение с результа-
тами теоретической модели температурного распреде-
ления для точки наименьшего прогрева, полученного 
с помощью вычислительной гидродинамики. В свою 
очередь, для зоны отрицательных температур Рябовой 
и др. (2023) разработана программа расчета времени 
охлаждения консервной банки со сгущенным молоком, 
которая позволяет определить время необходимое 
для охлаждения и замораживания единичной упаковки 
с продуктом. Конвекция исследователями учтена путем 
регулирования коэффициента теплоотдачи.

Несмотря на значимость и фундаментальность описан-
ных исследований, характер изменения температуры 
в продукте в потребительской упаковке и в групповой 
или транспортной упаковке будет значительно отли-
чаться, так как изменится геометрия исследуемого объ-
екта, которая существенным образом влияет на гранич-
ные условия в решаемых системах уравнений. Целью 
данной работы было решение модельной задачи те-
плообмена окружающей среды с СЦМС в транспортной 
упаковке и получение данных о продолжительности 
выравнивания температуры продукта с окружающей 
средой и о его температуре в любой точке в заданный 
момент времени с целью контроля и предотвращения 
рисков изменения качества продукта в процессе транс-
портирования. В работе рассматривается температур-
ный диапазон условий окружающей среды от минус 35 
до 35°C. В работе рассматривается температурный диа-
пазон условий окружающей среды от минус 35 до 35°C 
без учета влажности воздуха и изменения температуры, 
связанного с солнечным излучением.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Объекты исследования

Основным объектом исследования в работе является 
модель теплообмена СЦМС в транспортной упаков-
ке с окружающей средой. Рассматриваемая в модели 
транспортная упаковка с СЦМС объединяет 57 гофри-
рованных коробов, уложенных штабелями в 6 рядов 
и укомплектованных СЦМС в металлических консерв-
ных банках №7 (по 45 банок в каждом коробе). Параме-
тры транспортной упаковки, гофрированного короба 
и металлической банки представлены в Таблице 1. 

Таблица 1 

Параметры объектов, используемых в задаче

Table 1

Parameters of the Objects Considered

Объект Характерные размеры, мм

Металлическая кон-
сервная банка №7

Толщина металлического слоя — 0,25

Гофрированный короб Высота короба — 245, толщина гофры — 4

Транспортная упаковка Высота — 1492

Представленные объекты в модели объединены в мно-
гослойную систему с тремя типами слоев: 1 — гофри-
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рованный картон; 2 — СЦМС; 3 — деревянная осно-
ва. Параметры многослойной системы представлены 
в  Таблице 2.

Таблица 2 

Параметры многослойной системы 

Table 2

Parameters of the Multilayer System

Параметры Значение

Высота первого слоя, мм 4,0

Высота второго слоя, мм 237,0

Высота третьего слоя, мм 22,0

Общая высота 1492,0

В первом приближении теплофизические характери-
стики слоев в задаче взяты в виде средних значений 
(Таблица 3), и не учтена их зависимость от температуры.

Таблица 3

Теплофизические характеристики слоев для решения 
задачи

Table 2

Heat Transfer Properties

№ слоя ρ, кг/м3 сp, Дж/(кг∙К) λ, Вт/(м∙К) ɑ, м2/с (∙10–5)

Слой 1 122 1150,0 0,070 0,049

Слой 2 1290 2260,9 0,267 0,009

Слой 3 500 1550,0 0,150 0,019

Где ܤ — коэффициент температуропроводности

Описание реальной задачи 

Транспортная упаковка с СЦМС помещена на деревян-
ном поддоне в сухогрузный контейнер. Сухогрузный 
контейнер транспортируется от производителя до ме-
ста реализации в условиях окружающей среды с темпе-
ратурой воздуха в диапазоне от минус 35 до 35°C. На-
чальная температура СЦМС в транспортной упаковке 
составляет 5°C. Необходимо рассчитать продолжитель-
ность выравнивания температуры СЦМС с окружающей 
средой в различных условиях и получить данные о тем-
пературе СЦМС в любом положении в транспортной 
упаковке в заданный момент времени. Расчет в задаче 
производили, используя параметры объектов, указан-
ные в Таблице 1.

Моделирование и математический аппарат

Моделирование на каждом этапе состояло из двух опе-
раций: 1 — анализа объектов (характерных размеров, 
теплофизических характеристик) и их взаимодействия 
в транспортной упаковке, 2 — введения допущений 
по принципу оценки минимально и максимально воз-
можного вклада в изменение теплофизических харак-
теристик СЦМС в процессе изменения температуры. 
Для упрощения описания модели введены следующие 
обозначения:

Sc1 — площадь соприкосновения боковой стенки коро-
ба с боковой стенкой банки,

Sс2 — площадь соприкосновения боковых стенок двух 
банок,

Sc3 — площадь соприкосновения крышек и доньев ба-
нок с верхними и нижними поверхностями короба,

Математическую постановку задачи осуществляли, 
применяя системы дифференциальных уравнений, опи-
сывающих тепловые процессы, начальные и граничные 
условия. На данном этапе производили упрощение ма-
тематического описания, учитывая допущения, введен-
ные при составлении физической модели. 

Аналитическое решение осуществлено с использова-
нием подхода, представленного в (Biswas & Singh, 2015) 
с адаптацией под условия теплообмена СЦМС с окру-
жающей средой. Расчет уравнений реализован при ис-
пользовании разработанного программного обеспече-
ния, написанного в среде Wolfram Mathematica. 

РЕЗУЛЬТАТЫ 
Моделирование

В задаче изучается изменение температуры СЦМС, 
упакованного в металлические консервные банки №7, 
помещенного в транспортную упаковку. Коэффици-
ент теплопроводности (λ) металла, из которого изго-
товлена консервная банка составляет 47…52 Вт/(м·К), 
что во много раз превышает λСЦМС (0,267 Вт/(м·К). Дан-
ный факт свидетельствует о том, что скорость теплопе-
редачи через стенку металлической консервной банки 
будет много больше скорости теплопередачи в среде 
СЦМС и обусловливает исключение металла из проек-
тируемой модели. 
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СЦМС находится в групповой упаковке — гофрирован-
ном коробе (далее коробе), внутренний объем которо-
го между банками заполнен воздухом. Банки с СЦМС 
плотно уложены в короб в 3 ряда по ширине, 5 рядов 
в длину и 3 ряда в высоту. Прилегание боковой стен-
ки одной банки к боковой стенке другой банки внутри 
короба; боковой стенки банки к боковой стенке коро-
ба; дна/крышки одной банки бортами с дном/крышкой 
другой банки; крышек/доньев с верхней и нижней по-
верхностью короба будем считать плотным. В резуль-
тате введенных допущений в модели между всеми кон-
тактирующими поверхностями идеальный тепловой 
контакт.

Передача теплоты от окружающей среды к банке с СЦМС 
осуществляется через боковые, верхнюю и нижнюю по-
верхности короба (Рисунок 1). 

В первом приближении теплопередачей от боковых по-
верхностей короба к воздуху внутри короба и от возду-
ха внутри короба к боковым стенкам банок (Рисунок 1, 
схема 2) решено пренебречь, так как λвоздуха на порядок 
меньше λСЦМС, и соответственно тепловой поток по схе-
ме 2 будет много меньше по сравнению с тепловым по-
током по схеме 1. Произведем сравнительную оценку 
вклада тепловых потоков по схеме 1 и 3 (Рисунок 1–3). 
Так как тепловой поток пропорционален площади 
(Q~S), а Sc1 мала относительно Sc3 , то при прямой те-
плопередаче по схеме 3 количество теплоты переда-

ваемое СЦМС через боковую поверхность — Q1 будет 
много меньше Q2 — количества теплоты, передавае-
мого по схеме 1 через верхние и нижние поверхности 
короба. Также, так как Sс2 много меньше Sc3 теплообме-
ном между контактирующими банками через боковую 
поверхность по схеме 3 в модели решено пренебречь. 
Ввиду этого будем считать, что тепловой поток осу-
ществляется по схеме 1 (Рисунок 1), он одномерен и на-
правлен перпендикулярно верхним и нижним поверх-
ностям коробов, а боковая стенка короба и боковые 
стенки банок — теплоизолированы (адиабатические). 

Транспортная упаковка, которая представляет собой 
прямоугольный параллелепипед, состоящий из 6 ря-
дов коробов с СЦМС в высоту (равномерно уложенных 
и плотно соприкасающихся боковыми стенками) поме-
щена на деревянный поддон. Верхняя грань поддона 
состоит из 5 деревянных досок и включает в себя узкие 
воздушные полости (характерный размер воздушных 
полостей много меньше ширины досок), в связи с этим 
было принято учесть поддон в задаче в виде плотной 
деревянной пластины с толщиной 22 мм, исключив 
опорные деревянные части поддона. 

Транспортную упаковку, помещенную на деревянную 
основу, будем считать подобной групповой упаковке 
в виде одного короба с СЦМС, т.е. для транспортной 
упаковки также допускаем одномерность теплового 
потока. Таким образом, всю транспортную упаковку 

Рисунок 1 

Схемы осуществления теплопередачи от окружающей среды к СЦМС

Figure 1

Schemes of Heat Transfer in SCM under Ambient Conditions
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можно представить в виде одномерной многослойной 
системы (Рисунок 2).

Транспортная упаковка помещена в сухогрузный кон-
тейнер (далее контейнер), который заполнен воздухом. 
Контейнер, в свою очередь изготовлен из стали, мате-
риала с высокой теплопроводностью (λстали при 20°C = 
= 40…50 Вт/(м·К); λвоздуха ≈ 0,025 Вт/(м·К)), который обе-
спечивает хороший теплообмен с окружающей средой. 
Данный факт позволяет принять температуру воздуха 
внутри контейнера равной температуре окружающей 
среды, так как скорость теплообмена через стенки кон-
тейнера выше, чем скорость изменения температуры 
в транспортной упаковке. В связи с этим, далее в мо-
делировании температура воздуха (Тв ) внутри контей-
нера принята равной температуре окружающей среды 
и неизменной, как и другие теплофизические свойства 
воздуха в контейнере. На них не влияют теплообмен-
ные процессы с транспортной упаковкой с СЦМС.

Теплообмен с окружающей средой транспортной упа-
ковки с СЦМС считали свободным конвекционным, 
так как вынужденного движения окружающей среды 
не происходит. Принято, что в начальный момент вре-
мени транспортная упаковка с СЦМС имеет определен-
ную начальную температуру во всем объеме.

В «конвекционном» слое — той части воздуха, в кото-
рой происходит теплообмен, воздух имеет свой набор 
теплофизических характеристик, зависящих от темпе-
ратуры поверхности исследуемой системы объектов. 
Расчет данных характеристик производили на осно-
вании табличных значений, представленных в работе 
Lienhard (2019), при помощи полиномов наилучшим 
образом их аппроксимирующих (Таблица 4–7). 

Объемная плотность (ρ)

Производен расчет для двух уравнений (подбираем 
коэффициенты полиномов) и сравнение со справоч-
ными значениями, высчитана ошибка аппроксимации, 
на основании которой производен выбор уравнения 
для дальнейших расчетов. 

Таблица 4 

Определение оптимального уравнения для расчета 
объемной плотности

Table 4

Determination of the Optimal Equation for Calculating 
Volume Density

Уравнение №1 —  
ρ = 353,089/T

Тип — гиперболическая 
 регрессия

Уравнение №2 —  
ρ = –0,005491+354,683249/T

Тип — гиперболическая 
 регрессия

T, К
Рас-

четное
Спра-

вочное ε, % T, К
Рас-

четное
Спра-

вочное ε, %
ρ, кг/м3 ρ, кг/м3

250 1,4124 1,4120 0,0252 250 1,4132 1,4120 0,0879

260 1,3580 1,3580 0,0025 260 1,3587 1,3580 0,0497

270 1,3077 1,3080 0,0201 270 1,3082 1,3080 0,0115

280 1,2610 1,2610 0,0025 280 1,2612 1,2610 0,0186

290 1,2175 1,2170 0,0451 290 1,2176 1,2170 0,0455

300 1,1770 1,1770 0,0031 300 1,1768 1,1770 0,0182

310 1,1390 1,1390 0,0003 310 1,1386 1,1390 0,0309

Средняя ошибка 
 аппроксимации

0,0141
Средняя ошибка 
 аппроксимации

0,0375

Для дальнейших расчетов объемной плотности воздуха 
использовано уравнение №1. 

Рисунок 2

Модельное представление транспортной упаковки 
с СЦМС в виде многослойной системы для исследования 
тепловых процессов

Figure 2

A Model Representation of a Transport Packaging with SCM 
in the Form of a Multilayer System to Study Heat Transfer 
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Таблица 5 

Определение оптимального уравнения для расчета 
удельной изобарной теплоемкости 

Table 5

Determination of the Optimal Equation for Calculating the 
Specific Isobaric Heat Capacity

Удельная изобарная теплоемкость (cp)

Уравнение №1 —  
сp = 0,000370∙T2–0,187343∙T + 

+ 1029,668537
Тип — квадратичная регрессия

Уравнение №2 —  
сp = 0,019256∙T +  

+ 1001,466942
Тип — линейная регрессия

T, К

Расчет-
ное

Спра-
вочное ε, % T, К

Расчет-
ное

Спра-
вочное ε, %

сp, Дж/(кг∙К)  сp, Дж/(кг∙К) 

250 1006,0 1006,0 0,004 250 1006,3 1006,0 0,028

260 1006,0 1006,0 0,003 260 1006,5 1006,0 0,047

270 1006,1 1006,0 0,006 270 1006,7 1006,0 0,066

280 1006,2 1006,0 0,022 280 1006,9 1006,0 0,085

290 1006,5 1006,0 0,045 290 1007,1 1006,0 0,104

300 1006,8 1007,0 0,023 300 1007,2 1007,0 0,024

310 1007,1 1007,0 0,015 310 1007,4 1007,0 0,043

Средняя ошибка 
 аппроксимации

0,017
Средняя ошибка 
 аппроксимации

0,057

Для дальнейших расчетов удельной изобарной тепло-
емкости воздуха использовано уравнение №1 (Табли-
ца 6). 

Для дальнейших расчетов динамического коэффициен-
та вязкости воздуха использовано уравнение №1, так 
как значение средней ошибки аппроксимации для пер-
вого уравнения больше по причине выброса для темпе-
ратуры 310 К (Таблица 7).

Для дальнейших расчетов коэффициента теплопрово-
дности воздуха использовано уравнение №2. 

С помощью полиномов представленных выше рассчи-
таны теплофизические свойства воздуха для каждой 
температуры. Согласно Lienhard (2019) и Churchill и др. 
(1975) свойство среды (воздуха в задаче) следует оцени-
вать при так называемой «определяющей температуре» 
Tопр :

, (1)

где Tп — температура продукта в начальный момент 
времени; Tв — температура воздуха.

Таблица 6 

Определение оптимального уравнения для расчета 
динамического коэффициента вязкости

Table 6

Determination of the Optimal Equation for Calculating the 
Dynamic Viscosity Coefficient

Динамический коэффициент вязкости (μ)
Уравнение №1 —  

μ = 0,000000043∙x3 –  
– 0,000038698∙x2 +  

+ 0,016251762∙x – 0,714935371
Тип — кубическая регрессия

Уравнение №2 —  
μ = – 0,00000311∙T2 + 

+ 0,00665672∙T + 0,12896873
Тип — квадратичная 

 регрессия

T, К
Расчет-

ное
Спра-

вочное ε, % T, 
К

Рас-
четное

Спра-
вочное ε, %

μ,∙10–5, Па∙с μ, ∙10–5,Па∙с

250 1,601 1,606 0,295 250 1,599 1,606 0,450

260 1,650 1,649 0,079 260 1,649 1,649 0,029

270 1,698 1,699 0,040 270 1,700 1,699 0,033

280 1,746 1,747 0,082 280 1,749 1,747 0,116

290 1,792 1,795 0,150 290 1,798 1,795 0,160

300 1,839 1,857 0,982 300 1,846 1,857 0,588

310 1,885 1,889 0,199 310 1,894 1,889 0,248

Средняя ошибка 
 аппроксимации

0,261
Средняя ошибка 
 аппроксимации

0,232

Таблица 7 

Определение оптимального уравнения для расчета 
коэффициента теплопроводности

Table 7

Determination of the Optimal Equation for Calculating the 
Coefficient of Thermal Conductivity

Коэффициент теплопроводности (λ)
Уравнение №1 —  

λ = 0,000065∙x3 − 0,059624∙x2 +  
+ 25,158592∙x − 1336,027099
Тип — кубическая регрессия

Уравнение №2 —  
λ = −0,005622∙x2+10,598080∙x −  

– 55,398903
Тип — квадратичная регрессия

T, К
Расчет-

ное
Спра-

вочное ε, % T, К
Расчет-

ное
Спра-

вочное ε, %
λ λ

250 0,02243 0,02241 0,08 250 0,02243 0,02241 0,08

260 0,02317 0,02329 0,51 260 0,02323 0,02329 0,38

270 0,02390 0,02400 0,43 270 0,02396 0,02400 0,16

280 0,02461 0,02473 0,50 280 0,02471 0,02473 0,07

290 0,02531 0,02544 0,52 290 0,02545 0,02545 0,05

300 0,02600 0,02623 0,86 300 0,02618 0,02618 0,19

310 0,02670 0,02684 0,53 310 0,02690 0,02684 0,21

Средняя ошибка 
 аппроксимации

0,49
Средняя ошибка 
 аппроксимации

0,16
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Таким образом были получены следующие теплофизи-
ческие характеристики для каждого дискретного зна-
чения температуры (Таблица 8). 

Кинематический коэффициент вязкости рассчитывали 
по уравнению: 

 . (2)

Коэффициент объемного расширения:

 . (3)

Коэффициент температуропроводности: 

 . (4)

Основная сложность расчета заключалась в определе-
нии коэффициента конвективной теплоотдачи (α), кото-
рый входит в граничные условия Ньютона-Рихмана для 
конвективного теплообмена. 

Для вычисления данного коэффициента обычно при-
меняется теория подобия физических процессов. Ее 

основная идея состоит в том, что процессы одинаковой 
физической природы, которые характеризуются одним 
и тем же математическим описанием (дифференциаль-
ными уравнениями, граничными и начальными усло-
виями) и одинаковой геометрией должны протекать 
похожим образом. Согласно теории подобия, такие ка-
чественно одинаковые процессы имеют равные крите-
рии подобия и функциональные связи между ними. Это 
позволяет, используя критерии подобия, полученные 
экспериментальным путем для модельных задач, при-
менить для вычисления критериев подобия для кон-
кретной задачи. 

Для описания процессов свободной конвекции приме-
няются следующие критериальные числа подобия: 

Pr — число Прандтля, Nu — число Нуссельта, 
Ra — число Релея, Gr — число Грасгофа.

Число Прандтля:

 . (5)

Таблица 8

Теплофизические свойства сухого воздуха при давлении 101 325 Па

Table 7

Thermophysical Properties of Dry Air at a Pressure of 101 325 Pa

Tв, (°C) Tп, (°C) Tопр, (°C) Tопр, (К) ρ, (кг/м3) сp, Дж/(кг∙К) µ(∙10–5), Па∙с λ, Вт/(м∙К) ν (∙10–5), м2/с a (∙10–5, м2/с) β, 1/K Pr

-35 5 -15,0 258,15 1,37 1005,96 1,64 0,023 1,20 1,68 0,0039 0,72

-30 5 -12,5 260,65 1,35 1005,97 1,65 0,023 1,22 1,71 0,0038 0,72

-25 5 -10,0 263,15 1,34 1005,99 1,67 0,023 1,24 1,74 0,0038 0,71

-20 5 -7,5 265,65 1,33 1006,01 1,68 0,024 1,26 1,77 0,0038 0,71

-15 5 -5,0 268,15 1,32 1006,04 1,69 0,024 1,28 1,80 0,0037 0,71

-10 5 -2,5 270,65 1,30 1006,07 1,70 0,024 1,30 1,83 0,0037 0,71

-5 5 0,0 273,15 1,29 1006,10 1,71 0,024 1,33 1,86 0,0037 0,71

0 5 2,5 275,65 1,28 1006,14 1,73 0,024 1,35 1,89 0,0036 0,71

5 5 5,0 278,15 1,27 1006,19 1,74 0,024 1,37 1,92 0,0036 0,71

10 5 7,5 280,65 1,26 1006,23 1,75 0,025 1,39 1,96 0,0036 0,71

15 5 10,0 283,15 1,25 1006,29 1,76 0,025 1,41 1,99 0,0035 0,71

20 5 12,5 285,65 1,24 1006,34 1,77 0,025 1,43 2,02 0,0035 0,71

25 5 15,0 288,15 1,23 1006,41 1,78 0,025 1,46 2,05 0,0035 0,71

30 5 17,5 290,65 1,21 1006,47 1,80 0,026 1,48 2,09 0,0034 0,71

35 5 20,0 293,15 1,20 1006,55 1,81 0,026 1,50 2,12 0,0034 0,71
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Число Нуссельта

 , (6)

Число Грасгофа:

, (7)

где ∆T — разность температур, g — ускорение сво-
бодного падения, β — коэффциент объемного расши-
рения, l — определяющий размер,  — коэффициент 
кинематической вязкости.

Число Релея:

. (8)

Тогда критериальное уравнение подобия будет иметь 
вид: 

 . (9)

Далее рассчитав число Нуссельта по (6) будет получено 
значение коэффициента конвективной теплоотдачи (α).

 , (10)

где l0 = S/P (площадь поверхности к периметру) — ха-
рактерный размер поверхности многослойной систе-
мы. В данной задаче l0 = 0,214.

Нестабильность процесса естественной конвекции 
у поверхностей различной формы и расположения 
в пространстве породила большое разнообразие эмпи-
рических формул для вида критериального уравнения 
(9). В отечественной теплотехнической литературе для 
решения задачи подобной, поставленной нами в рабо-
те, используются критериальные уравнения, указанные 
в работе Михеева и Михеевой (1977) и Исаченко и др. 
(1981). 

Если при принудительной конвекции результаты 
расчета числа Нуссельта по критериальным уравне-
ниям у различных авторов фактически идентичны, 
то при естественной конвекции отличаются на суще-
ственные 20–30 %.

Согласно Михееву и Михеевой (1977), если нагретая 
поверхность обращена наверх, то движение протекает 
по схеме, изображенной на Рисунке 3 — а или 3 — б. 

Вследствие наличия с краев сплошного потока нагрето-
го воздуха центральная часть поверхности оказывается 
изолированной. Свободное конвекционное движение 
воздуха у поверхности происходит лишь за счет при-
тока холодного воздуха сверху (Рисунок 3 — б). Если 
же нагретая поверхность обращена вниз, то в этом слу-
чае движение воздуха происходит лишь в тонком слое 
под поверхностью (Рисунок 3 — в); остальная же масса 
воздуха ниже этого слоя остается неподвижной. 

В поставленной задаче возможны следующие схемы те-
плобмена:

(1) Температура воздуха больше температуры много-
слойной системы (нагрев продукта)

Тогда у верхней поверхности (обращена вверх) — сво-
бодное конвекционное движение воздуха по схеме 
(Рисунок 3 — в), а у нижней поверхности (обращена 
вниз) — нестабильная конвекция по схеме (Рисунок 
3 — а или б).

(2) Температура воздуха меньше температуры много-
слойной системы (охлаждение продукта)

Ситуация противоположна описанной выше. У верх-
ней поверхности (обращена вверх) — нестабильная 
конвекция (Рисунок 3 — а или б), а у нижней поверхно-
сти — стабильная (Рисунок 3 — в). 

Стабильность и нестабильность процесса учитывалась 
в расчёте критериального числа Нуссельта по соответ-
ствующим критериальным уравнениям (11,12), предло-
женными Fujii и др. (1972), Rohsenow (1998):

Рисунок 3 

Теплоотдача при свободной конвекции 

Figure 3

Heat Transfer under Free Convection

Примечание. Из Михеев и Михеева (1977)
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для нестабильного процесса (Nu1):

 ; (11)

для стабильного процесса (Nu2): 

 . (12)

Нестабильный процесс протекает при условии Tв < Tп 
на верхней поверхности многослойной системы, 
а при Tв> Tп на нижней поверхности. Стабильный про-
цесс протекает на нижней поверхности при Tв <Tп 
и на верхней поверхности при Tв> Tп.

Результаты расчетов критериальных чисел представле-
ны в Таблице 9. 

Таблица 9 

Расчетные значения критериальных чисел для задачи

Table 9

Calculated Values of the Criterion Numbers

Tв, °C Tп, °C Tопр, °C Gr∙106 Ra∙106 Nu1 Nu2

-35 5 -15,0 103,0 73,7 39,9 21,7

-30 5 -12,5 86,3 61,7 38,1 21,0

-25 5 -10,0 70,8 50,6 36,3 20,2

-20 5 -7,5 56,5 40,4 34,3 19,3

-15 5 -5,0 43,4 30,9 32,1 18,3

-10 5 -2,5 31,2 22,2 29,5 17,1

-5 5 0,0 19,9 14,2 26,4 15,6

0 5 2,5 9,6 6,8 22,0 13,5

5 5 5,0 0,0 0,0 0,0 0,0

10 5 7,5 8,8 6,3 21,5 13,3

15 5 10,0 17,0 12,0 25,3 15,1

20 5 12,5 24,5 17,4 27,7 16,3

25 5 15,0 31,4 22,2 29,5 17,1

30 5 17,5 37,7 26,7 30,9 17,7

35 5 20,0 43,5 30,8 32,0 18,2

Примечение. Где Nu1, Nu2 — число Нуссельта для нестабильной 
и стабильной конвекции, соответственно; Топр — определяющая 
температура

Результаты расчета коэффициента теплоотдачи (α1 , α2) 
для каждой дискретной температуры представлены 
в Таблице 10.

Таблица 10 

Значение коэффициента теплоотдачи для каждой 
дискретной температуры 

Table 10

The Value of the Heat Transfer Coefficient for Each Discrete 
Temperature

Тв, °C Tп, °C α1 α2

Тв < Тп

-35 5 4,30 2,34

-30 5 4,15 2,28

-25 5 3,98 2,21

-20 5 3,79 2,13

-15 5 3,57 2,04

-10 5 3,32 1,92

-5 5 2,99 1,77

0 5 2,51 1,54

Тв > Тп

10 5 1,54 2,49

15 5 1,76 2,96

20 5 1,91 3,26

25 5 2,02 3,50

30 5 2,12 3,69

35 5 2,19 3,85

Примечание. Где Тв — температура среды (ГУ), Тп — начальная 
температура продукта (НУ), α1 — коэффициент теплоотдачи у верх-
ней поверхности (ГУ), α2 — коэффициент теплоотдачи у нижней 
поверхности (ГУ).

Таким образом, на границе с окружающей средой 
у верхней и нижней поверхностей многослойной си-
стемы граничные условия Ньютона-Рихмана. Также, 
допущено, что между слоями внутри многослойной 
системы идеальный тепловой контакт и значения тем-
пературы и плотности тепловых потоков на границе 
слоев равны в любой момент времени. 

Пределы применимости модели
Геометрическая форма

Укладка параллелепипед, мы считаем, что погрешность 
будет невелика для реальной формы, но возможны от-
клонения.

Свободный подход к вычислению  
коэффициента теплоотдачи

Наши допущения достаточно свободны, так как нет до-
статочно хорошей модели для свободной конвекции, 
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мы выбираем рекомендации одних авторов, по другим 
авторам — будут отклонения.

Возможность возникновения фазовых переходов

Модель не учитывает возможные фазовые переходы 
(замерзание) вещества. Рассматриваем температуры 
окружающей среды предположительно до возможных 
фазовых переходов вещества, так как фазовые перехо-
ды изменяют физические свойства среды (плотность, 
удельная теплоемкость и коэффициент теплопрово-
дности и др.).

Математическая постановка задачи

В соответствии с введенными приближениями и допу-
щениями поставлена следующая математическая по-
становка задачи. 

Аналитическое описание процесса теплопроводно-
сти включает систему дифференциальных уравнений, 
начальные условия и граничные условия. Дифферен-
циальное уравнение теплопроводности в отсутствии 
внутренних источников теплоты имеет вид:

. (13)

1) Начальные условия T (τ = 0) — температура продук-
та в начальный момент времени 

2) Граничные условия 1–4 типа

Здесь важна форма и геометрические размеры объекта.

Дифференциальные уравнения совместно с так называ-
емыми условиями однозначности (начальные условия 
и граничные условия) формирует законченную мате-
матическую формулировку задачи. То есть, зная геоме-
трическую форму исследуемого объекта, начальные 
и граничные условия, представляется возможным ре-
шить дифференциальные уравнения до конца и найти 
функцию температуры T(x, y, z, τ). 

Для постановки математической задачи, соответствую-
щей физической модели уравнение теплопроводности 
(13) будем считать одномерным (переменная X ), гра-
ничные условия на верхней и нижней поверхностях 
первого и последнего слоя 3-го типа, а условия на гра-
ницах раздела других слоев — 4-го типа. 

Постановка задачи имеет следующий вид:

 . (14)

Начальные условия: 

, (15)

где Tп — начальная температура продукта.

Граничные условия:

. (16)

Аналитическое решение задачи 
теплопроводности для многослойной 
системы

Для решения многослойной задачи (17–19) мы вос-
пользовались аналитическим решением, представлен-
ным в (Fuji and Imura, 1972) и адаптировали его для 
условий теплопередачи окружающей среды с СЦМС 
в транспортной упаковке. Принцип суперпозиции гла-
сит, что решение может быть представлено в виде:

 , (17)

где Ti (x, t) — температура i-го слоя;

Ri,n (x) — собственные функции i-го слоя, обладающие 
свойством ортогональности друг к другу;

Γn (t ) — временная часть для n-й собственной функции, 
обладает свойством независимости от слоя;

qi (x, t) — вспомогательная функция, гомогенизирующая 
граничные условия (16), вида:
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. (18)

Вид вспомогательной функции (18) обусловлен тем, 
что температура на концах является статичной, поэтому 
отсутствует зависимость от времени.

Собственные функции решения имеют вид:

, (19)

где Λi,n — собственные числа. Поиск коэффициентов Ci,n 

и Di,n  осуществляется вычислением детерминанта систе-
мы уравнений для собственных функций (Antonopoulos 
and Tzivanidis, 1996).

Общий вид временной части Γn (t ):

 (20)

В общем виде функция Γn (t ) имеет более сложный вид, 
но так как выражение для температуры воздуха (14–
16) не зависит от времени, лапласиан и производная 
от времени вспомогательных функций qi (x, t) обнуля-
ются и не участвуют в суммировании при построении 
Γn (t ). При этом, имеется возможность обобщения реше-
ния на флуктуирующие показатели температуры возду-
ха, моделирующие изменение дневной температуры, 
или температуры во время транспортировки.

Решение уравнения (17) продемонстрировано на Ри-
сунке 4. Решение уравнений (17–20), позволяет полу-
чать температурные профили для произвольных на-
чальных температур в исследованном диапазоне 
от минус 35°C до 35°C. 

Для вычисления данной задачи при суммировании 
использовались первые собственных функций, отве-
чающих собственным числам , для достижения общей 
погрешности от истинного решения, не превышающей 
5%. В большинстве случаев было равно 3.

Как можно отметить из рисунка, влияние гофрирован-
ных слоев и слоя дерева на решение хоть и является 
минимальным, но все-таки можно наблюдать смещение 
профиля от симметричности в сторону, где имеется 
больше проводящих слоев. Также, аналитическое ре-
шение задачи позволило определить продолжитель-
ность изменения температуры исследуемого объекта, 
которая составила при максимальных температурных 

Рисунок 4
Температурный профиль многослойной системы с СЦМС для начальных температур Tп = 5°С (а) Tв = 20°С, (б) Tв = 35°С 

Figure 4

Temperature Profile of the Multilayer System with SCM for Initial Temperatures Tp = 5°C and (a) Ta = 20°C, (b) Ta = 35°C
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напорах 36,7 ч для диапазона от 5°C до 35°C и 41,1 ч для 
диапазона от 5°C до минус 35°C. 

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Учитывая активное развитие цифровых технологий, 
являющих неотъемлемой частью промышленной ре-
волюции — Индустрии 4.0., в различных сферах эконо-
мики (строительстве, автомобилестроении, текстиль-
ной промышленности и др.) осуществляется массовая 
цифровизация процессов с целью их оптимизации 
и повышения эффективности (Nagar & Sreenivasa, 2024). 
Одним из популярных инструментов цифровизации 
является математическое моделирование процессов 
(Medennikov & Raikov, 2020; Erdogdu, 2023), и исследова-
тели по всему миру создают модели объектов, оборудо-
вания и процессов, которые в дальнейшем они апроби-
руют в реальных условиях для оценки эффективности 
разработок (Hu et al., 2013; Destro et al., 2021; Bunta et 
al., 2023). В нашей работе было осуществлено модели-
рование теплопередачи СЦМС с окружающей средой 
с целью дальнейшего применения разработанной мо-
дели в прогнозировании продолжительности измене-
ния температуры продукта при транспортировании. 
Авторами был принят ряд серьезных допущений, ко-
торые упростили конечную модель, а именно прене-
брежение геометрией металлических банок с СЦМС 
внутри транспортного пакета, исключение учета фазо-
вых переходов, наличия воздушных прослоек внутри 
коробов с продуктом, конвективных потоков внутри 
продукта, а также тепловых потоков со стороны боко-
вых стенок исследуемой системы объектов. Сравнение 
с двумерными моделями теплопроводности, например, 
с моделью в сферических координатах, представлен-
ной в (Jain & Singh, 2010), показало, что при выборе 
достаточного количества членов временного ряда , 
одномерная послойная модель приближается к ним 
с произвольным уровнем точности для исследованной 
схемы с рядом банок сгущенного молока. Что касается 
исключения конвективных потоков внутри продукта, 
в работе Rao & Anantheswaran (1988) показано, что кон-
вективный теплообмен оказывает значительное вли-
яние на температурные профили жидких продуктов 
с низкой вязкостью, таких как соки или бульоны. Одна-
ко для продуктов с высокой вязкостью, таких как СЦМС, 
конвекционные потоки минимальны, и теплообмен 
осуществляется преимущественно за счет теплопро-
водности, что также подтверждается в работе (Kumar et 

al., 1990). В исследовании Friso (2015) для моделирова-
ния тепловых процессов консервированных продуктов 
также исключались факторы, связанные с конвекцией 
внутри продукта и сложной геометрией банок, так как 
весь подход ученых был сосредоточен на изучении точ-
ки наименьшего прогрева в банке — ключевом крите-
рии при оценке эффективности стерилизации. Однако 
данный подход не полностью применим к нашей зада-
че, поскольку нас интересует не только температура 
в точке наименьшего прогрева, но и её распределение 
по всей системе объектов в различные моменты време-
ни. Также, Friso (2015) отмечает проблему значительных 
трудозатрат при использовании численного метода 
при решении задачи теплообмена, в связи с чем он де-
лает выбор в пользу аналитического решения, анало-
гично выбранному и в нашей работе. При этом, напри-
мер, в (Antonopoulos & Tzivanidis, 1996) используется 
более общий аналитический подход к решению одно-
мерной задачи теплопроводности для произвольных 
конвективных граничных условий. Поэтому адаптация 
аналитического решения из (Biswas & Singh, 2015) вы-
глядела более перспективно, так как авторы продемон-
стрировали возможность отказаться от явного вычис-
ления вспомогательной функции при условиях, схожих 
с условиями хранения СЦМС, что существенно сокра-
тило требуемые вычислительные мощности.

Таким образом, введённые в модель допущения 
и применённые в данной работе подходы к модели-
рованию теплопередачи соответствуют решениям, ис-
пользуемым другими исследователями теплообмена. 
Отличительной чертой нашего исследования являет-
ся то, что комбинация выбранных методов позволила 
создать инструмент для решения практических задач 
в области транспортирования СЦМС — стратегически 
значимого пищевого продукта, при этом сделав его оп-
тимальным по вычислительным трудозатратам. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В ходе данной работы была установлена возможность 
применения одномерной модели теплообмена для 
прогнозирования продолжительности изменения тем-
пературы СЦМС в расширенном диапазоне темпера-
тур, что позволяет сократить трудозатраты в сравне-
нии с моделированием в многомерном пространстве. 
Основной результат исследования — разработка под-
хода к одномерному моделированию процесса тепло-
обмена СЦМС с окружающей средой, его описание 
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и создание самой модели. Также, продемонстрирована 
возможность построения аналитического вида уравне-
ний для температуры слоев. Исследованный матема-
тический аппарат позволяет распространить решение 
задачи для флуктуирующих амбиентных температур, 
а полученные результаты в целом делают возможным 
проведение апробации созданной модели и сравнение 
с эмпирическим исследованием СЦМС. Ограничением 
разработанного подхода является отсутствие учета фа-
зовых переходов, что может стать следующей задачей 
в рамках дальнейшей модернизации подхода. Доказа-
тельство эффективности созданной модели, что также 
является закономерным следующим шагом, способно 
расширить поле специальных программных обеспе-
чений для бизнеса при планировании логистических 
маршрутов, затрат на транспортирование с учетом 
срока перевозки и условий окружающей среды. Кроме 
того, предложенное решение может быть адаптирова-
но для других пищевых продуктов.
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